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Motivacao
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Motivacao

1 - Varidveis com nimeros inteiros

Os programas lineares

Até o momento trabalhamos com a chamada programacao linear - PL. Uma das pre-

missas da PL é a de que as varidveis do problema z € R, ou seja, podem assumir valores
fracionarios.

Em muitos casos isso ndo é um problema, por exemplo:
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Motivacao

1 - Varidveis com nimeros inteiros

Considere uma linha de produgdo de sapatos:

i adic. adic i adic_

Supondo que a solucdo 6tima de um PL tenha soluc3o para a producio de 480.5 sapatos
em um dia, a um custo de R$90. O custo total desa solucdo é de:

Z =480.5-90 = R$43.245,00
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Motivacao

1 - Varidveis com nimeros inteiros

Considere uma linha de produgdo de sapatos:

i adic. adic i adic_

Como n3o podemos produzir 480.5 sapatos, podemos usar uma técnica de arredonda-
mento, podemos produzir 481 sapatos, com isso temos o custo:

Z =481-90 = R$43.290, 00
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Motivacao

1 - Varidveis com nimeros inteiros

Note que a diferenca entre os custos é infima, somente

AZ = R$43.290,00 — R$43.245,00 = 45

A diferencga é infima, apenas 0.103%. Com essa diferenca, podemos considerar aceitavel
a técnica de arredondamento.
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Motivacao

1 - Varidveis com nimeros inteiros

Considere a producdo de navios...

==

Os navios podem levar até 36 meses para serem construidos, com custos altissimos.

Suponha ainda que a solu¢do de um PL para o planejamento de constru¢io de
navios para os préximos 5 anos foi de 7.8 un.

E agora? Arredondamos para cima (8) ou para baixo (7)?
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Motivacao

1 - Varidveis com nimeros inteiros

Arredondar ou n3ao arredondar?

Nesse caso, como os custos unitdrios e tempo de producdo sdo muito elevados, qualquer
erro, por menor que seja, causa um impacto muito grande no planejamento final. Esse
é um exemplo em que n3o podemos usar o arredondamento! Precisamos saber qual a

solucao 6tima inteira.
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Motivacao
2 - Variaveis binarias
Varidveis binarias
No entanto, a maior vantagem da programacao inteira estd no uso de variaveis bindrias

(varidveis que sé podem assumir valores 0 ou 1). Essas varidveis possibilitam a criagdo
de muitos novos modelos, pois representam decisdo do tipo "sim”e "n3ao’. Veremos

exemplos na parte de modelagem.
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Motivacao
2 - Variaveis binarias
Varidveis binarias
No entanto, a maior vantagem da programacao inteira estd no uso de variaveis bindrias

(varidveis que sé podem assumir valores 0 ou 1). Essas varidveis possibilitam a criagdo
de muitos novos modelos, pois representam decisdo do tipo "sim”e "n3ao’. Veremos

exemplos na parte de modelagem.

1: Se a maquina é utilizada

0: Caso contrdrio

DEP - UFPR : Programagdo Inteira | - Introdugdo 10/78

Alexandre Checoli




Motivacao
2 - Variaveis binarias
Varidveis binarias
No entanto, a maior vantagem da programacao inteira estd no uso de variaveis bindrias

(varidveis que sé podem assumir valores 0 ou 1). Essas varidveis possibilitam a criagdo
de muitos novos modelos, pois representam decisdo do tipo "sim”e "n3ao’. Veremos

exemplos na parte de modelagem.

1: Se a maquina é utilizada
0: Caso contrdrio
1: Se o investimento i é feito

Ty = L, .
0: Caso contrario

DEP - UFPR : Programagdo Inteira | - Introdugdo 10/78

Alexandre Checoli




Motivacao

2 - Varidveis bindrias

Varidveis binarias
No entanto, a maior vantagem da programacao inteira estd no uso de variaveis bindrias
(varidveis que sé podem assumir valores 0 ou 1). Essas varidveis possibilitam a criagdo
de muitos novos modelos, pois representam decisdo do tipo "sim”e "n3ao’. Veremos
exemplos na parte de modelagem.

1: Se a maquina é utilizada
0: Caso contrario
~J 1: Se o investimento i ¢ feito
e 0: Caso contrario
) 1: Se o caminho entre o ponto i e j é percorrido
g = 0: Caso contrario
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Formalizacao e regides factiveis
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Formalizacao e regides factiveis

Agora formalizaremos as possibilidades de programas inteiros (Pl) que existem
(podemos ter modelos com variaveis inteiras e reais na mesma formulagao).
Além disso, precisamos entender como € a regido factivel dessas novas formulacdes,
pois elas estdo diretamente relacionadas ao método de resolucdo dos problemas
(método Branch and Bound).
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Formalizacao e regides factiveis

RELEMBRANDO

Um modelo de programacao linear (PL) admite valores reais ndo negativos para as
suas varidveis, e assume a forma genérica:

min z = ¢’ 'x
Ax=Db
n
x € RY

1. A é uma matriz mzn chamada matriz dos coeficientes.
2. cT' é o vetor dos custos.

3. bT é o vetor dos termos independentes ou de recursos.
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Formalizacao e regides factiveis
Exemplo: Considere o seguinte modelo:
max z = 5x1 — To
71,‘1 — 5132§ 13
3r1 + 2x9< 17
x € Ri
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Formalizacao e regides factiveis
Exemplo: Considere o seguinte modelo:
max z = bx1 — X9
71,‘1 — 5x2§ 13
3r1 + 2x9< 17
X € ]Ri

Note que pelo dominio das varidveis, estamos tratando de um problema de programacao
linear.
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Formalizacao e regides factiveis

=
Mow A oy N o © VY

[y

1 2 3 4 5 x1

E a sua regiao factivel é dada pela drea definida pela interseccdo das restricoes.
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Formalizacao e regides factiveis

Ja um modelo de programacao inteira (PI) admite valores inteiros ndo negativos para

as suas varidveis, e assume a forma genérica:

min z = ¢’ x
Ax=Db
n
x € Z

1. A é uma matriz mazn chamada matriz dos coeficientes.
2. ¢ é o vetor dos custos.

3. bT é o vetor dos termos independentes ou de recursos.
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Formalizacao e regides factiveis
Exemplo: Considere o seguinte modelo:
max z = bx1 — X9
71,‘1 — 5x2§ 13
3r1 + 2x9< 17
x € Zi

10 nome programacio inteira " esconde” que a mesma também & linear, o correto seria ” programacio
linear inteira”, mas para diferenciar mais do termo PL, convenciona-se usar somente Pl
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Formalizacao e regides factiveis

Exemplo: Considere o seguinte modelo:

max z = bxy; — X9
71,‘1 — 5x2§ 13
3r1 + 2x9< 17
2
x €25

Note que pelo dominio das varidveis, estamos tratando de um problema de programacao

inteiral.

1O nome programacio inteira "esconde’ que a mesma também ¢ linear, o correto seria " programacso
linear inteira”, mas para diferenciar mais do termo PL, convenciona-se usar somente Pl
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Formalizac3do e regides factiveis

&
N

NW kA~ ot O N 0o ©

E agora, qual é a regido factivel do PI?
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Formalizacao e regides factiveis

T2

N o0 ©

1 2 3 4 5 11

Somente o conjunto de pontos inteiros que estdo dentro da regido delimitada pelas

restricoes.
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Formalizacao e regides factiveis

Um modelo de programacao inteira mista (PIM) admite tanto valores inteiros quanto
reais ndo negativos para as suas varidveis, e assume a forma genérica:

mnz=c/x+dy
Ax+Dy=b
xR}, yeZ

1. A é uma matriz maxn e D uma matriz map.
2. ¢’ é um vetor 1zn e yT um vetor 1ap.

3. bT é o vetor dos termos independentes ou de recursos.
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Formalizacao e regides factiveis

Exemplo: Considere o seguinte modelo:

max z = 5x1 — X9

IN
—_
w

7:1,‘1 — 5:1,‘2
3x1 + 2z
AR Z+,$2 S R+

IN
—_
EN |
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Formalizacao e regides factiveis
Exemplo: Considere o seguinte modelo:
max z = 5x1 — X9
71‘1 — 51‘2 S 13

3r1 + 2z <17
X1 € Z+,X2 € R+

Note que pelo dominio das varidveis, estamos tratando de um problema de programacao
inteira mista (PIM), pois x; € inteiro e o pertence aos reais.
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Formalizacao e regides factiveis

T2

N o0 ©

E agora, qual é a regido factivel do PIM?
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Formalizacao e regides factiveis

5
MW A ooy N o © VY

[y

1 2 3 4 5 11

Somente os segmentos de reta que estdo dentro da regido delimitada pelas restri¢des.
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Formalizacao e regides factiveis

Um modelo de programacao binaria (PB) admite somente valores 0 ou 1 para suas

varidveis.
min z = ¢’ x
Ax=Db
n
x € B
Em que:

1. A é uma matriz man chamada matriz dos coeficientes.
2. ¢l é o vetor dos custos.
3. bT é o vetor dos termos independentes ou de recursos.

4. B™ representa o espaco dos vetores com n componentes binarias (0,1).
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Formalizacao e regides factiveis
Exemplo: Considere o seguinte modelo:
max z = 5x1 — X9
71,‘1 — 5132§ 13
3r1 + 2x9< 17
z € B
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Formalizacao e regides factiveis
Exemplo: Considere o seguinte modelo:
max z = bxy; — X9
71,‘1 — 5x2§ 13
3r1 + 2x9< 17
x € B2

Note que pelo dominio das varidveis, estamos tratando de um problema de programacao
bindria, pois x1 e x2 pertencem ao conjunto {0,1}.
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Formalizacao e regides factiveis

&
N

NW kA~ ot O N 00 ©

1 2 3 4 5 11

Somente os pontos 0-1 que est3o dentro da regido delimitada pelas restricdes.
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Formalizacao e regides factiveis

Conclusao
Quando falamos em programag3o inteira existem 3 possibilidades de modelos/formulagdes:

1. Pl: Programacao inteira - todas as varidveis sao inteiras.
2. PIM: Programacao inteira mista - existe uma mistura de varidveis reais e inteiras.

3. PB: Programacao binaria - As varidveis s6 podem assumir valores 0 ou 1.
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Formalizacao e regides factiveis

Conclusao
Quando falamos em programag3o inteira existem 3 possibilidades de modelos/formulagdes:

1. PI: Programacao inteira - todas as varidveis sdo inteiras.

2. PIM: Programacao inteira mista - existe uma mistura de varidveis reais e inteiras.

3. PB: Programacao binaria - As varidveis s6 podem assumir valores 0 ou 1.

ATENCAO: Embora os termos programacao linear e programacao inteira possam
dar a entender que os programas inteiros ndo sdo lineares, isso ndo é verdade!
Poderiamos chamia-los de programas inteiros lineares. E s6 uma questio de
convengao.
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Modelagem inteira e binaria
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Modelagem inteira e binaria

Agora podemos entender alguns problemas que sé6 podem ser modelados usando
a programacao inteira (a maioria dos problemas reais entram nesta categoria).
Outros modelos serdo vistos na continua¢do da disciplina (Pesquisa Operacional

).

Algumas das aplicagoes incluem:

1.

ok D

Roteirizac3o de veiculos
Sequenciamento de ordens de producio
Carregamento de contéineres/paletes
Determinacdo de escalas de horarios
Dimensionamento de frota
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Modelagem inteira e binaria

O problema da mochila

Considere que vocé ird acampar em uma montanha. Vocé vai levar uma mochila de
capacidade 150kg, e deve escolher um subconjunto de itens para levar na viagem, de forma
que o peso total da mochila ndo seja excedido. Sabendo ainda que cada item possui uma
pontuacao, valorando o quao util ele é para a viagem, o seu objetivo é maximizar a soma
da pontuacgdo dos itens levados. Considere os itens abaixo, com a relacdo de pontuagdo
e peso para cada um:
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Modelagem inteira e binaria

O problema da mochila

Considere que vocé ird acampar em uma montanha. Vocé vai levar uma mochila de
capacidade 150kg, e deve escolher um subconjunto de itens para levar na viagem, de forma
que o peso total da mochila ndo seja excedido. Sabendo ainda que cada item possui uma
pontuacao, valorando o quao util ele é para a viagem, o seu objetivo é maximizar a soma
da pontuacgdo dos itens levados. Considere os itens abaixo, com a relacdo de pontuagdo
e peso para cada um:

Ipod Abobrinha H2O Canivete Carne Arroz Aveia PS4

Valor 10 8 5 15 25 17 8 30
Peso 50 55 60 45 15 25 35 25

Como fica 0 modelo matemdtico para o problema da mochila?
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Modelagem inteira e binaria

O problema da mochila
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Modelagem inteira e binaria

O problema da mochila

Sejam as variaveis:

1:Se o item 7 é levado na mochila
Ty =
0:cc
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Modelagem inteira e binaria

O problema da mochila

Sejam as varidveis:

1:Se o item 7 é levado na mochila
Ty =
0:cc

max z = 10x1 + 8xo + bx3 + 1524 + 2525 + 1724 + 827 + 30x8
Sujeito a 501 + 5522 + 603 + 4524 + 1525 + 2526 + 3527 + 2528 < 150
x; € {0,1},i € {1,...,8}
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Modelagem inteira e binaria

O problema da mochila

Importante

Precisamos conseguir escrever os modelos matematicos de forma genérica, para qualquer
conjunto de dados. Por exemplo, se existirem mais 2 itens a serem escolhidos, a natureza
da fun¢&o objetivo e das restricdes permanece a mesma (pois o problema continua sendo
o mesmol!). Para escrever os modelos de forma genérica usamos pardmetros, conjuntos e
a notacdo de somatdrio.
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Modelagem inteira e binaria

O problema da mochila

Relembrando alguns termos:

5
>
i=1

5
i=1

Alexandre Checoli Choueiri DEP - UFPR : Programagdo Inteira | - Introdugdo 33/78



Modelagem inteira e binaria

O problema da mochila

Relembrando alguns termos:

5
Zmi:$1+m2+$3+m4+az5
i=1

5
E Tr;a; =
i=1
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Modelagem inteira e binaria

O problema da mochila

Relembrando alguns termos:

5
E Ti=%1+22+ T3+ T4+ 25
i=1
5
E T;0; = X101 + T2a9 + T3a3 + T4a4 + T5a5
i=1

ATENCAO: Quando temos um somatério, basta expandirmos ele horizontalmente.
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Modelagem inteira e binaria

O problema da mochila

2
<0 ,j=1,23
=1

Alexandre Checoli Choueiri DEP - UFPR : Programagéo Inteira | - Introdugdo 34/78



Modelagem inteira e binaria

O problema da mochila

2
<0 ,j=1,23
=1

11 + w21 <0
T12 + w22 <0
13 + 223 <0

ATENCAO: Neste caso existe um somatdrio que deve ser expandido para cada linha
do conjunto j = 1,2,3, assim temos uma varia¢do tanto em i (nos somatérios),
quanto em j (cada restricdo representa um novo j).
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Modelagem inteira e binaria

O problema da mochila

Voltando para o modelo genérico da mochila, temos:

Conjuntos:
I: Conjunto de itens.
Parametros:
w;: Peso do item ¢,Vi € I.
v;: Valor do item 4,Vi € .
C : Capacidade da mochila.
Variaveis:
~ J1:Se o item i € levado na mochila
e {O 1 c.C
x; € {0,1}Vie I
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Modelagem inteira e binaria

O problema da mochila
O modelo fica ent3o:

max z = E TV,

icl

Zmiwi S C

el
zi€{0,1},iel

Sa

A func3o objetivo maximiza a soma dos valores de todos os itens que s3o levados.
A Unica restricdo do modelo garante que a capacidade da mochila nao é excedida
pelo peso dos itens levados.
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Modelagem inteira e binaria

O problema de designagio

Considere agora que vocé é responsavel pela

AT1 | AT2 | AT3

AT4

designacao de 4 tarefas a 4 soldados de um
exército. Vocé possui o histérico de notas de
cada um desses soldados para cada uma das

tarefas (notas de 0 a 10). Sabendo que cada
soldado deve executar somente uma tarefa, e
todas as tarefas devem ser executadas, bem

como a tabela de notas ao lado. Qual é o
modelo de programacdo inteira para o pro-

blema de designacao?

=‘@o =‘@o =‘@o =“(‘jo
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Modelagem inteira e binaria

O problema de designagio

Soldados Tarefas
le ®1
2 e 2
3e 3
4@ ®4

Como no problema do transporte, podemos entender o problema da designa¢do por um
grafo. Quais devem ser as variaveis para esse problema?
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Modelagem inteira e binaria

O problema de designagio

Soldados * Tarefas

11

1 1
T12

20 213 2

T14
3e 3
4@ 4

Podemos criar uma varidvel para cada combinag3do soldado-atividade, gerando 16 variaveis.

Alexandre Checoli Choueiri
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Modelagem inteira e binaria

O problema de designagio

Variaveis:
) 1:Se o soldado i executa a atividade j
g = {0 1 c.C
Vi, j € (1,...,4)
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Modelagem inteira e binaria

O problema de designagio

Soldados 3 Tarefas
1 1
20 2
3e 3
4@ 4

A funcdo objetivo deve maximizar a soma das aptidGes dos soldados ¢ que desempenham
as tarefas j.

Alexandre Checoli Choueiri DEP - UFPR : Programagdo Inteira | - Introdugdo 41/78



Modelagem inteira e binaria

O problema de designagio

Soldados 3 Tarefas
1 1
20 2
3e 3
4@ 4

A funcdo objetivo deve maximizar a soma das aptidGes dos soldados ¢ que desempenham
as tarefas j.

max z = 3z11 + 2x19 + 3213 + ... + lxys + 3744
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Modelagem inteira e binaria

O problema de designagio

Soldados Tarefas
1 1
2e 2
3e 3
4@ 4

A primeira restricdo diz que todo soldado deve executar uma tnica tarefa. Para o
soldado ¢ = 1 temos:
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Modelagem inteira e binaria

O problema de designagio

Soldados Tarefas
1 1
2e 2
3e 3
4@ 4

A primeira restricdo diz que todo soldado deve executar uma tnica tarefa. Para o
soldado ¢ = 1 temos:

T11 +x12 + 213+ 214 = 1
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Modelagem inteira e binaria

O problema de designagio

Soldados Tarefas
le 1
2 e 2
3 ®3
4 e 4

Ainda, toda tarefa deve ser executada por um soldado. Para a tarefa j = 1 temos:
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Modelagem inteira e binaria

O problema de designagio

Soldados Tarefas
le 1
2 e 2
3 ®3
4 e 4

Ainda, toda tarefa deve ser executada por um soldado. Para a tarefa j = 1 temos:

T11 +x21 + 231 + 241 =1
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Modelagem inteira e binaria

O problema de designagio

max z = 3z11 + 2212 + 3213 + ... + 1z43 + 3244
11t a2t @13+ w14 =1

To1 + T2 + xog + 24 =1

x31 + x32 + w33 + w34 = 1

Tyl + x40 + 243+ T4 =1

11+ 201+ 231 +x41 =1

Tio + Xog + X320 +Tgo =1

T3+ xo3 + 33+ 43 =1

T14+ 224+ x34 + 144 = 1

zi € {0,1},Vi,¥j € (1,2,3,4)
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Modelagem inteira e binaria

O problema de designagio

O modelo genérico para o problema da designacao, fica ent3o:

Conjuntos:

I: Conjunto de recursos (soldados) e atividades (tarefas).
Parametros:

a;;: Valor do recurso 7 para a tarefa j Vi, j € I.
Variaveis:

{1 : Se o soldado i executa a atividade j
xij =
0:cc
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Modelagem inteira e binaria

O problema de designagio

O modelo fica ent3o:

maXx z = E LijAij

i,j€I

Sa:
ay=1Viel
jel
inj =1LVvjel
el

.Tij,Vi,Vj el
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Modelagem inteira e binaria

O problema da cobertura de conjuntos

Sta. felicidade

Considere o conjunto de bairros de Curitiba
(ndo todos).

Pinheirinho
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Modelagem inteira e binaria

O problema da cobertura de conjuntos

A prefeitura vai construir novas estacoes
contra-incéndios. Existem locais possiveis
para a construgdo dessa estagOes. Existe um
custo para a construgdo de cada estagdo (se

a mesma for utilizada).

Alexandre Checoli C
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Modelagem inteira e binaria

O problema da cobertura de conjuntos

E pelas localizagdes das estagdes, sabemos
quais bairros que ela pode atender. A
restricio é de que o tempo-resposta de che-
gada ao local deve ser inferior a 8 minutos.
A imagem ao lado mostra quais estacoes
podem atender quais bairros.
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Modelagem inteira e binaria

O problema da cobertura de conjuntos

A informac3o de quais estacGes podem atender quais bairros pode ser resumida por
uma matriz de adjacéncias, com valores iguais a 1, se a estacdo da linha atende
o bairro da coluna, e 0 caso contrario. Considere a matriz de adjacéncia abaixo,
bem como os custos de instalacdo de cada esta¢do (ndo é uma representacdo das
imagens anteriores).

Bairros
Estacoes 1 2 3 4 5 6 Custo
1 1 0 0 0 1 0O 500
2 0 1.0 0 0 1 600
3 0 0 01 01 450
4 1 01 0 0 O 800
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Modelagem inteira e binaria

O problema da cobertura de conjuntos

A informac3o de quais estacGes podem atender quais bairros pode ser resumida por
uma matriz de adjacéncias, com valores iguais a 1, se a estacdo da linha atende
o bairro da coluna, e 0 caso contrario. Considere a matriz de adjacéncia abaixo,
bem como os custos de instalacdo de cada esta¢do (ndo é uma representacdo das
imagens anteriores).

Bairros
Estacoes 1 2 3 4 5 6 Custo
1 1 0 0 0 1 0O 500
2 0 1.0 0 0 1 600
3 0 0 01 01 450
4 1 01 0 0 O 800

Quais estacGes devem ser construidas
de forma que todos os bairros sejam
atendidos por pelo menos uma de-
las, e os custos totais de construcdo
sejam minimizados?

Alexandre Checoli Choueiri
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Modelagem inteira e binaria

O problema da cobertura de conjuntos

Variaveis:
) 1:Se aestagdo i € construida
e 0:cc
Vie(l,..,4)
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Modelagem inteira e binaria

O problema da cobertura de conjuntos

Bairros A func3o objetivo deve minimizar os custos
Estaces 1 2 3 4 5 6 Custo de construgdo, portanto:
1 1 0 0 01 O 500
2 0 1 0 0 0 1 600
3 0 0 01 0 1 450
4 1 01 0 0 O 800
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Modelagem inteira e binaria

O problema da cobertura de conjuntos

Bairros A func3o objetivo deve minimizar os custos
Estacbes 1 2 3 4 5 6 Custo de construgdo, portanto:
1 1 0 0 01 O 500
2 0 1 0 0 0 1 600 min z = 500z 4 600x2 + 45023 +
3 0 0 01 0 1 450 800z 4
4 1 01 0 0 O 800
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Modelagem inteira e binaria

O problema da cobertura de conjuntos

Bairros
Estacobes 1 2 3 4 5 6 Custo
1 1 0 0 0 1 O 500
2 0 1.0 0 0 1 600
3 0 0 01 01 450
4 1 01 0 0 O 800

Alexandre Checoli Choueiri

As Unicas restricoes sdo de cobertura, ou
seja, considerando o bairro 1: pelo me-
nos uma das 2 estacoes capazes de atendé-lo
deve ser construida, assim, temos:
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Modelagem inteira e binaria

O problema da cobertura de conjuntos

Bairros
Estacobes 1 2 3 4 5 6 Custo
1 1 0 0 0 1 O 500
2 0 1.0 0 0 1 600
3 0 0 01 01 450
4 1 01 0 0 O 800

Alexandre Checoli Choueiri

As Unicas restricoes sdo de cobertura, ou
seja, considerando o bairro 1: pelo me-
nos uma das 2 estacoes capazes de atendé-lo
deve ser construida, assim, temos:

r1+ax42>1
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Modelagem inteira e binaria

O problema da cobertura de conjuntos

Fazendo isso para todos os bairros, temos:

Bairros
Estacbes 1 2 3 4 5 6 Custo
1 1 0 0 0 1 O 500
2 0 1 0 0 0 1 600
3 0 0 01 0 1 450
4 1 0 1 0 0 O 800
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Modelagem inteira e binaria

O problema da cobertura de conjuntos

Fazendo isso para todos os bairros, temos:

Bairros
Estacbes 1 2 3 4 5 6 Custo 14+ x4 >1
1 1 0 0 0 1 0 500 oo > 1
2 0 1 00 0 1 600 o1
3 0 00 1 0 1 45 4=
4 1 01 0 0 0 800 r1 > 1
T9+x3>1
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Modelagem inteira e binaria

O problema da cobertura de conjuntos

O modelo genérico para o problema da cobertura de conjuntos fica ent3o:

Conjuntos:

I: Conjunto de estacdes.

J: Conjunto de bairros.
Parametros:

¢;: Custo de abrir a estacdo 4, Vi € I.

a;;: 1 se a estagcdo 7 atende o bairro j, 0 c.c, Vj € J,Vi € I.
Variaveis:

Viel

1: Se a estacdo i € construida
xTi =
! O:c.c
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Modelagem inteira e binaria

O problema da cobertura de conjuntos
O modelo fica ent3o:
min z = Zmici
i€l
Sa.

Zaijxi > 1,Vj eJ
i€l

x; € {0,1},Viel
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Modelagem inteira e binaria

O problema da cobertura de conjuntos

OBS: Se a restricdo for de igualdade (ou seja, cada regido deve ser atendida
exatamente por uma esta¢do), o problema é chamado de particdao de conjuntos.

min z = E T;Ci

el
Sa:
Zaijl'i:l;vj eJ
i€l
z; €{0,1},Vie I
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Possibilidades da modelagem bindria
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Possibilidades da modelagem binaria

Modelagem de situacdes complexas

Vimos alguns modelos simples que usam varidveis inteiras/bindrias, no entanto, as
varidveis bindrias podem ser usadas para modelar situacdes mais complexas, tais como:

1. Relagdes légicas

2. Big M
2.1 Implicagdes "se entdo”
2.2 Custo fixo
2.3 Restrigdo ativa ou inativa
2.4 Restricoes disjuntivas
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Possibilidades da modelagem binaria

Relagdes logicas

Vamos usar um exemplo para verificar as possibilidades de modelagem de restricGes
I6gicas.

Considere que vocé esta interessado em escolher um conjunto de investimentos
dentre 7 possibilidades {1,...,7}. Sem considerar a fung3o objetivo, ou mesmo os
retornos esperados para os investimentos, e sabendo que as varidveis de decisao
sao:
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Possibilidades da modelagem binaria

Relagdes logicas

Vamos usar um exemplo para verificar as possibilidades de modelagem de restricGes

I6gicas.

Considere que vocé esta interessado em escolher um conjunto de investimentos
dentre 7 possibilidades {1,...,7}. Sem considerar a fung3o objetivo, ou mesmo os
retornos esperados para os investimentos, e sabendo que as varidveis de decisdo
sao:

Variaveis:
1: Se o investimento ¢ é escolhido )
T, = 0 x; € {0,1}Vie1,..,7
:c.C

Modele as seguintes restricoes.
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Possibilidades da modelagem binaria

Relagdes logicas

I - Vocé nao pode investir em todos eles
Il - Vocé deve investir em pelo menos um deles
Il - Vocé pode realizar no maximo 3 investimentos

IV - O investimento 1 ou (incluso) o investimento 2 deve ser selecionado
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Possibilidades da modelagem binaria

Relagdes logicas

I - Vocé nao pode investir em todos eles
1+ x2+ 23+ x4 +25+ a6+ 27 <7
Il - Vocé deve investir em pelo menos um deles

Il - Vocé pode realizar no maximo 3 investimentos

IV - O investimento 1 ou (incluso) o investimento 2 deve ser selecionado
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Possibilidades da modelagem binaria

Relagdes logicas

I - Vocé nao pode investir em todos eles
T+ T2+ a3+ a4 +25+26+T7 <7

Il - Vocé deve investir em pelo menos um deles
r1+rotaxs+axa+Ts+ag+ar>1

Il - Vocé pode realizar no maximo 3 investimentos

IV - O investimento 1 ou (incluso) o investimento 2 deve ser selecionado
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Possibilidades da modelagem binaria

Relagdes logicas

I - Vocé nao pode investir em todos eles
T+ T2+ a3+ a4 +25+26+T7 <7

Il - Vocé deve investir em pelo menos um deles
r1+rotaxs+axa+Ts+ag+ar>1

Il - Vocé pode realizar no maximo 3 investimentos
T1t+xot+xs+ra+as+as+ar <3

IV - O investimento 1 ou (incluso) o investimento 2 deve ser selecionado
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Possibilidades da modelagem binaria

Relagdes logicas

I - Vocé nao pode investir em todos eles
T+ X2+ x3+xat+T5+T6+27 ST

Il - Vocé deve investir em pelo menos um deles
r1+rotaxs+axa+Ts+ag+ar>1

Il - Vocé pode realizar no maximo 3 investimentos
T1t+xot+xs+ra+as+as+ar <3

IV - O investimento 1 ou (incluso) o investimento 2 deve ser selecionado
r1+x22>1
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Big M

Existem muitas situacdes que sé podem ser modeladas com restricdes que exigem
um conhecimento prévio dos valores maximos (ou minimos) que uma desigualdade
pode atingir. Por padrdo esse niimero é sempre representado por M (ou seja,
big-M). Como se trata de um recurso de modelagem (combinacdo de varidveis e
restricdes que modelam uma situagdo), o funcionamento dessas restricdes pode
ndo ser t3o intuitivo quanto as que vimos até agora, de forma que é preciso pensar
um pouco e nos convencermos de que elas funcionam!
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Big M

Existem muitas situacdes que sé podem ser modeladas com restricdes que exigem
um conhecimento prévio dos valores maximos (ou minimos) que uma desigualdade
pode atingir. Por padrdo esse niimero é sempre representado por M (ou seja,
big-M). Como se trata de um recurso de modelagem (combinacdo de varidveis e
restricdes que modelam uma situagdo), o funcionamento dessas restricdes pode
ndo ser t3o intuitivo quanto as que vimos até agora, de forma que é preciso pensar
um pouco e nos convencermos de que elas funcionam!

Utilizamos esse recurso para modelar:

1.

2.
3.
4

Implicagbes do tipo "se ent3o”
Custo fixo
Restricdo ativa ou inativa

Restricoes disjuntivas
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Big M

Implicagbes do tipo - se entdo

Considere o mesmo exemplo dos 7 investimentos usado na explicacdo das relacées
I6gicas. Como poderiamos modelar o seguinte caso:

O investimento 4 sé pode ser escolhido se 0 2 também for
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Big M

Implicagbes do tipo - se entdo

Considere o mesmo exemplo dos 7 investimentos usado na explicacdo das relacées
I6gicas. Como poderiamos modelar o seguinte caso:

O investimento 4 sé pode ser escolhido se o 2 também for

Para entender melhor os comportamentos que queremos modelar, um recurso é o de
atribuir valores para as variaveis envolvidas e analisar quais combina¢des s3o factiveis
e quais ndo sdo. As varidveis envolvidas sdo x4 e x2, sendo que cada uma sé pode assumir
valores 0 ou 1. Isso implica nas seguintes combina¢des de valores:
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Big M

Implicagbes do tipo - se entdo

O investimento 4 sé pode ser escolhido se o 2 também for

x4 xo Factivel?

Vamos analisar todas as combina¢des de valores possiveis.
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Big M

Implicagbes do tipo - se entdo

O investimento 4 sé pode ser escolhido se o 2 também for

x4 xo Factivel?

0 O v

Nenhum dos dois investimentos ser selecionado, é uma possibilidade factivel, ou
seja, se 2 nao for escolhido 4 nao precisa ser escolhido.
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Big M

Implicagbes do tipo - se entdo

O investimento 4 sé pode ser escolhido se o 2 também for

x4 xo Factivel?

0 O v
0 1 v

Da mesma forma, se 2 for selecionado 4 n3o precisa ser também.
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Big M

Implicagbes do tipo - se entdo

O investimento 4 sé pode ser escolhido se o 2 também for

x4 xo Factivel?

v
v
X

0
0
1

o = O

No entanto, se 2 n3o for selecionado 4 também nao pode ser selecionado,
fazendo a combinac3o acima infactivel.

Alexandre Checoli C
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Big M

Implicagbes do tipo - se entdo

O investimento 4 sé pode ser escolhido se o 2 também for

x4 xo Factivel?

= = O O
= O~ O
NX NS

Finalmente, ambos serem selecionados é uma possibilidade factivel.
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Big M

Implicagées do tipo - se entdo

Precisamos entdo desdobrar todas as combinagdes da tabela em uma (ou mais)
equagdo/inequagdo linear.

x4 xo Factivel? M+ <>=77
0O O v
0 1 v
1 0 X
1 1 v
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Big M

Implicagbes do tipo - se entdo

Precisamos entdo desdobrar todas as combinagdes da tabela em uma (ou mais)
equagdo/inequagdo linear.

x4 xo Factivel? M+ <>=77

0 O v - . .

0 1 v A restricdo que modela a situacdo fica:
1 0 X

11 v Ty < X2
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Big M
Implicagbes do tipo - se entdo

Vamos analisar o funcionamento da restricao considerando a tabela de possibilidade:

T4 Ty x4 < x9 Factivel

0 O 0<0 v
0 1 0<1 v
1 0 1<0 X
1 1 1<1 v

Note que a restricio modela todas as situacoes da tabela. Estamos modelando a
situacdo do tipo "se-entdo” (se x4 entdo z3).
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Big M
Implicagbes do tipo - se entdo

De forma geral, podemos modelar a situacdo genérica de que, se uma das varidveis
1+ 22+ ...+ 2k

tiver valor maior do que zero, implica que uma variavel binaria y deve ser 1, como:

1+ a2+ ... +xp < My

Em que M é um limitante superior para os valores possiveis de x1 + 2 + ... + .
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Big M
Implicagées do tipo - se entdo

Note que no exemplo anterior, temos que M = 1:

Tq < X2
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Big M
Implicagbes do tipo - se entdo

Note que no exemplo anterior, temos que M = 1:
Ty < T2
O maior valor que x4 pode assumir é 1. Escrevendo a restricdo na forma genérica:

T4 < lxg
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Big M
Implicagbes do tipo - se entdo

Note que no exemplo anterior, temos que M = 1:
Ty < T2
O maior valor que x4 pode assumir é 1. Escrevendo a restricdo na forma genérica:

x4 < lao

Os investimentos 1, 2 e 3 s6 podem ser escolhidos se o 4 também o for

Note que temos uma situacdo de se-entdo, de forma que podemos recorrer a inequagao
genérica:

Alexandre Checoli C| iri DEP - UFPR : Programagdo Inteira | - Introdugdo 68/78




Big M

Implicagbes do tipo - se entdo

Os investimentos 1, 2 e 3 s6 podem ser escolhidos se o 4 também o for

r1 + xo + x3 < May
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Big M

Implicagbes do tipo - se entdo

Os investimentos 1, 2 e 3 s6 podem ser escolhidos se o 4 também o for

1+ 22 + 23 < May

Basta descobrirmos o valor do limitante M. Como todas as varidveis sdo bindrias, temos
que o maximo valor possivel para o lado esquerdo da inequac3o é 3, de forma que podemos
modelar a situagcdo como:

1+ 22+ 23 < 324
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Big M

Implicagbes do tipo - se entdo

Os investimentos 1, 2 e 3 s6 podem ser escolhidos se o 4 também o for

1+ 22 + 23 < May

Basta descobrirmos o valor do limitante M. Como todas as varidveis sdo bindrias, temos
que o maximo valor possivel para o lado esquerdo da inequac3o é 3, de forma que podemos
modelar a situagcdo como:

1+ 22+ 23 < 324

A mecanica da restricdo é que, se o lado esquerdo assume algum valor (qualquer uma
das varidveis > 0) x4 é obrigado a assumir valor para manter a inequagdo verdadeira.
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Big M

Custos fixos

Com o conhecimento de como modelar situagdes do tipo se-entdo, conseguimos
avancar para a modelagem de custos fixos. Custos fixos surgem nas situacdes em
que, quando um recurso é utilizado, independentemente da quantidade ou tempo,
existe um custo fixo associado. Em contrapartida, se nenhuma unidade do recurso
¢ utilizada ndo existe custo fixo.

Vamos entender por meio de um exemplo.
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Big M

Custos fixos

Considere uma fabrica que produz um produto z. Cada unidade produzida de x gera um
custo de ¢. Considerando somente essa situacdo, podemos modelar a funcdo custo como
fazemos usualmente:
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Big M
Custos fixos
Considere uma fabrica que produz um produto z. Cada unidade produzida de x gera um

custo de ¢. Considerando somente essa situacdo, podemos modelar a funcdo custo como
fazemos usualmente:

f(x)

fla) = ca a
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Big M
Custos fixos
Considere uma fabrica que produz um produto z. Cada unidade produzida de x gera um

custo de ¢. Considerando somente essa situacdo, podemos modelar a funcdo custo como
fazemos usualmente:

f(x)

f@) = ca ca

0 x

Imagine agora que a producdo de x implica no aluguel de uma maquina a custo S.
Independentemente da quantidade que for produzida de x (> 0), o custo S é constante.
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Big M

Custos fixos

Note que nao podemos modelar essa funcdo simplesmente por:

fx)=cx+S
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Big M

Custos fixos

Note que nao podemos modelar essa funcdo simplesmente por:

fx)=cx+S

Nesse caso, mesmo quando nenhuma quantidade do produto é produzida, ainda teriamos
o custo de aluguel da maquina S.
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Big M

Custos fixos

Essa nova fungdo é descrita por

k(x) =

0
cx+ S

sex =0
sex >0

Alexandre Checoli Choueiri
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Big M

Custos fixos

Essa nova fungdo é descrita por:

k(x) =

0
cx+ S

sex =0
sex >0

S

0" T

Como modelar linearmente essa situacdo? Implicitamente a essa situacdo, podemos en-
xergar um caso de "se-entdo”, visto anteriormente.
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Big M

Custos fixos

Vamos observar somente a fungdo k(x) quando = > 0:

k(z) =cx+ S

Da forma como estd, a funcdo ndo desempenha o esperado. Quando z = 0 a parcela cx é
anulada automaticamente (correto), porém o custo fixo S ndo.
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Big M

Custos fixos

Vamos observar somente a fungdo k(x) quando = > 0:

k(z) =cx+ S

Da forma como estd, a funcdo ndo desempenha o esperado. Quando z = 0 a parcela cx é
anulada automaticamente (correto), porém o custo fixo S ndo. Essa dicotomia de anular
ou n3o S pode ser representada por uma nova variavel binaria, alocada multiplicando o
préprio s. Seja y essa varidvel:

k(xz) =cx +yS

Quando y = 0 o custo s é anulado. Agora sé precisamos criar uma restricdo que ativa y
sempre que = > 0, ou seja: se x > 0 entdo y = 1 (uma situagdo se-entdo!).
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Big M
Custos fixos

Ent3o, para modelar o custo fixo na fungdo k(x), basta adicionarmos a varidvel bindria y
e uma nova restricao do tipo "se-entao” que ativa y quando = > O:

k(x) =cx +yS
x < My
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Big M
Custos fixos

Ent3o, para modelar o custo fixo na fungdo k(x), basta adicionarmos a varidvel bindria y
e uma nova restricao do tipo "se-entao” que ativa y quando = > O:

k(x) =cx +yS
x < My

ATENCAO: Lembre quais as possibilidades que a restricdo = < My permite para as
varidveis:
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Big M
Custos fixos

Ent3o, para modelar o custo fixo na fungdo k(x), basta adicionarmos a varidvel bindria y
e uma nova restricao do tipo "se-entao” que ativa y quando = > O:

k(x) =cx +yS
x < My
ATENCAO: Lembre quais as possibilidades que a restricdo = < My permite para as
varidveis:
xz y Factivel?
0 0 v
0 1 v
1 0 X
1 1 v
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Big M
Custos fixos

Ent3o, para modelar o custo fixo na fungdo k(x), basta adicionarmos a varidvel bindria y
e uma nova restricao do tipo "se-entao” que ativa y quando = > O:

k(z) = cx +yS
x < My
ATENCAO: Lembre quais as possibilidades que a restricdo = < My permite para as
varidveis:
x y Factivel? Note que é possivel que y tenha va-
0 0 v lor e x ndo. Esse comportamento
0 1 v ndo modela o custo fixo. Por qué
1 0 X entao ele funciona da forma que
1 1 v criamos?
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Big M

Custos fixos

Como essas situacdes usualmente envolvem um custo propriamente dito, a fun¢do objetivo
serd de minimizag3o, sendo que o conjunto completo fica:

min k = cx +yS
x < My
reZ,ye{0,1}
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Big M

Custos fixos

Como essas situacdes usualmente envolvem um custo propriamente dito, a fun¢do objetivo
serd de minimizag3o, sendo que o conjunto completo fica:

min k = cx + yS
xr < My
reZt ye{01}

A mecanica da restricdo deve ser analisada em conjunto com a fun¢3o objetivo: embora
y possa ser 1 quando x = 0, como a func3do objetivo deve ser minimizada, a solucdo étima
sempre vai optar por zerar y.
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Implementacao no GUSEK
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Implementacdo no GUSEK

m Podemos implementar facilmente modelos com varidveis inteiras/bindrias nos arqui-
vos .Ip do GUSEK. O video 1.1 Solver GUSEK da péagina de treinamentos mostra
todas as possibilidades (a partir do modelo 2).

m Existem linguagens de programag¢do matematica para automatizar a criagdo de mo-
delos maiores, uma dessas linguagens é o MathProg. Para um treinamento na ferra-
menta, acesse o tutorial Mathprog, video 1.2 na pagina de treinamentos da disciplina.
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